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Das gekoppelte Pendel

Zwei identische physikalische Pendel werden miteinander verbunden um die Eigenschaften eines gekoppelten Pendels zu untersuchen.

Zu Beginn des Versuchs wird die Federkonstante ausgerechnet. Dazu wird die Feder an einer starren Halterung befestigt. Nun werden verschiedene Gewichte an diese Feder gehängt. Es wird der Ausschlag der Feder aus der Ruhelage gemessen. Dabei wurden folgende Werte gemessen:

	Angehängte Masse in [g]
	Länge der Feder in [mm]
	Auslenkung aus der Ruhelage in [mm]
	Federkonstante K in 

	0
	180
	0
	

	10
	215
	35
	2,80

	20,6
	255
	75
	2,69

	30,2
	285
	105
	2,82

	60,0
	390
	210
	2,80


Der Fehler der Massen beträgt dabei 0,5g, da die Wage nicht genauer abgelesen werden konnte. Der Fehler bei dem Ablesen der Länge der Feder beträgt für die ersten vier Messungen 5mm, für die Letzte 10mm, da die Auslenkung nicht präziser abgelesen werden konnte. 

Nach dem hooke`schen Gesetzt gilt:
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, wobei K die Federkonstante und (s die Auslenkung des Pendels aus der Ruhelage ist. Es ist ebenfalls bekannt, dass die Kraft, die auf das Pendel wirkt, über die Formel 
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beschrieben werden kann.

Setzen man diese beiden Gleichungen gleich, erhält man eine Gleichung mit einer Unbekannten, einer Konstanten und zwei Variablen, welche gemessen wurden. 
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Der Fehler der Federkonstanten ist von dem Messfehler der Auslenkung sowie dem Fehler der Einwage der Massen abhängig. 

Um den genauen Wert für K zu erhalten werden die gemessenen Auslenkungen in Abhängigkeit von den eingesetzten Gewichten in ein Diagramm eingetragen (siehe Anhang). Die Steigung des so ermittelten Graphen ist demnach die Federkonstante in den Einheiten N*m-1. Sie beträgt 3,51.

Aus Zeitgründen werden in diesem Protokoll keine Fehlerfortpflanzungen berechnet. 

Bei diesem Versuch wird mit zwei identischen physikalischen Pendeln gearbeitet. Diese werden gleich dem physikalischen Pendel aus Versuch M1 aufgebaut. Dabei wurden folgende Größen für die Stangen und die Gewichte gemessen. 

	
	Gewicht (in g)
	Länge (in mm)
	Durchmesser (in mm)

	Gewicht 1
	1554,6
	40,3
	80,1 mm

	Gewicht 2
	1555,0
	40,2
	80,3 mm

	Gewicht 3
	1555,1
	40,5
	80,2 mm

	Gewicht 4
	1557,2
	40,3
	80,0 mm

	Stab 1
	525,4
	800 ( 5
	10 mm

	Stab 2
	519,6
	800 ( 5
	10 mm


Bei dem Gewicht der Einzelteile beträgt der Fehler pauschal 0,5g, da die zur Verfügung stehende Wage nicht genauer abgelesen werden konnte. Die Ausmaße der Zylinder wurden mit einer Schieblehre gemessen, ebenso wie der Durchmesser der beiden Stäbe. Daher kann der Fehler hier mit 0,2mm angegeben werden. Die Länge der beiden Stäbe musste mit einem Zentimetermaß gemessen werden, da dies zum einen recht ungenau ist, zum anderen das ablesen erschwert war, liegt der Fehler hier mit 5mm weitaus höher. 

Bei dem gesamten Versuch änderte sich der Aufbau der beiden Pendel nicht. Es wurde ausschließlich der Abstand der Koppelfeder zu der Drehachse z verändert. Daher ergibt sich ein konstantes Trägheitsmoment und Richtmoment für die beiden Pendel, sofern man von dem Fehler absieht, den die Befestigung für die Koppelfeder zu den beiden Werten liefert.  

Die Position der Gewichte zur Drehachse war wie folgt. In dem linken Pendel wurde Stab 1 verwendet, Gewicht 1 befand sich 220mm oberhalb der Drehachse, Gewicht 2 500mm Unterhalb dieser. Das rechte Pendel setzte sich aus Stab 2 zusammen, sowie Gewicht 3 oberhalb und Gewicht 4 unterhalb der Drehachse in den gleichen Abständen wie bei dem linken Pendel. 

Die Aufhängung und somit auch die Drehachse der Stäbe war in einer Höhe von 500mm ( 5mm angebracht.

Das linke Pendel soll ab nun als Pendel 1, das Rechte als Pendel 2 bezeichnet werden. 

Es ergeben sich folgende Werte für die Pendel:

Pendel 1:
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Der Fehler kann dabei beeinflusst werden durch die falsche Messung der Länge und der Aufhängung des Stabes, abweichende Schwerpunkte für die Gewichte sowie Differenzen in den Massen. 

In der oben beschriebenen Gleichung können also 7 verschiedene Größen unabhängig voneinander einen Fehler in das Endergebnis s einbringen. Diese Größen sind l, d1, m(Stange), m(Zylinder1), m(Zylinder2), a und b. Somit muss für (s eine Fehlerfortpflanzung über alle 7 Variablen errechnet werden.

Das Richtmoment D des Pendels lässt sich nun über die Formel 
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 berechnen. 
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Auch dieser Wert ist wieder mit einem Fehler behaftet. Streng genommen ist D dabei eine Funktion von s und m, g ist als Konstante anzusehen. Die Gesamtmasse des Pendels m kürzt sich bei der Berechnung jedoch heraus. 

Als nächstes wird das Trägheitsmoment ( der Versuchsanordnung berechnet. Dies geschieht über das Aufsummieren der Trägheitsmomente der einzelnen Komponenten nach 
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Das Trägheitsmoment der Stange berechnet sich wiederum über folgende Formel:
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M ist dabei die Masse des Zylinders, in diesem Fall die der Stange, h ist seine Höhe, r sein Radius und R der Abstand des Schwerpunktes zur Drehachse. Setzt man nun all diese Werte ein, so erhält man folgende Gleichung:
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Analog können die Werte für die beiden Zylinder ermittelt werden, ihre Schwerpunkte werden als punktförmige Massen angesehen. 

Es ergeben sich folgende Werte:

	
	Stange 1
	Zylinder 1
	Zylinder 2

	Höhe (h) [m]
	0,8
	0,0403
	0,0402

	Radius (r) [m]
	0,005
	0,04005
	0,04015

	Masse (M) [kg]
	0,5254
	1,5546
	1,555

	Schwerpunkt (R) [m]
	100
	-220
	500

	Trägheitsmoment ( [kg*m²]
	0,0333
	0,0761
	0,3896


Das Gesamtträgheitsmoment des Pendels beträgt also 0,4989 kg*m² ( 0,5 kg*m² 

Für Pendel 2 lassen sich die Werte gleich den Werten für Pendel 1 ermitteln.

Für den Schwerpunkt s ergibt sich 134,5mm, für das Richtmoment D erhält man auch hier den Wert 4,79Nm.

	
	Stange 2
	Zylinder 3
	Zylinder 4

	Höhe (h) [m]
	0,8
	0,0405
	0,0403

	Radius (r) [m]
	0,005
	0,0401
	0,04

	Masse (M) [kg]
	0,5196
	1,5551
	1,572

	Schwerpunkt (R) [m]
	100
	-220
	500

	Trägheitsmoment ( [kg*m²]
	0,0329
	0,0761
	0,3901


Die Summe aller Trägheitsmomente beträgt hier 0,4991 kg*m² ( 0,5 kg*m²

Die beiden Pendel sind also nahezu identisch. Sollten die Fehlergrenzen ausgerechnet werden, würde sich zeigen, das sie im Rahmen dieser als gleich anzusehen sind. 

Über die bisher ermittelten Werte lassen sich nun die Frequenzen der beiden Pendel berechnen. Dies geschieht nach Formel (8) aus dem Heft. 
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Für Pendel 2 beträgt die Frequenz dem entsprechend ebenfalls 3,0986s-1. Erst in der 5. Stelle treten bei den beiden Frequenzen also Abweichungen auf. Es ist nötig so viele Nachkommastellen anzugeben, da mit diesem Wert weitergerechnet werden soll, und das Ergebnis andernfalls stark verfälscht werden könnte. 

Nun wird (2 berechnet. 
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. Da in diesem Fall die Koppelfeder nur 10cm unterhalb der Drehachse befestigt ist, fällt der zweite Summand kaum ins Gewicht. Erhöht man den Abstand zwischen Koppelfeder und Drehachse, so erhöht sich auch schrittweise (2. 

Der Koppelfaktor ( wird über die Formel 
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berechnet. Er ist also abhängig von (2, was bedeutet das auch er eine Funktion von z, also dem Koppelarm ist. Es können zwei verschiedene ( berechnet werden, ausgehend von Pendel 1 und Pendel 2. Die Rechnung zeigt jedoch, das die Differenzen minimal sind. Daher soll hier ein Mittelwert gebildet werden. 

Mit Hilfe der Werte für (1 und (2 lässt sich nun auch die Schwebungsdauer T_ für die gekoppelten Pendel berechnen. Dies geschieht nach der Formel 
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. Da (2 dabei größer ist als (1, ist das Ergebnis für die Schwebungsdauer negativ. Hier soll jedoch nur der Betrag betrachtet werden, daher wird das Vorzeichen umgedreht. Alle Werte sind in der nachfolgenden Tabelle zusammengefasst. 

	z in [m]
	(2 Pendel 1 [s-1]
	(2 Pendel 2 [s-1]
	( [  ] * 10-3
	T_ [s]

	ohne
	3,0983 (=(1)
	3,0986 (=(1)
	
	

	0.1
	3,1209
	3,1212
	7,2674
	556,0

	0,15
	3,1489
	3,1493
	16,2133
	448,8

	0,2
	3,1878
	3,1881
	28,4684
	323,0

	0,25
	3,2371
	3,2374
	43,7942
	254,9

	0,3
	3,2963
	3,2966
	61,8650
	212,3


Bei diesem Teilversuch wurde die Schwingzeit der gekoppelten Pendels bei gleicher Auslenkung beider Pendel gemessen. Diese wurde drei mal über 10 Schwingungsperioden ermittelt. 

Um einen Vergleich zu haben wurde anschließend noch die Schwingdauer der beiden Pendel einzeln, ebenfalls drei mal über 10 Perioden gemessen. 

Dabei wurden folgende Werte ermittelt: 

	Messung
	Gekoppeltes P. 
	Pendel 1
	Pendel 2

	1
	19,49s
	19,82s
	19,56s

	2
	19,49s
	19,97s
	19,75s

	3
	19,74s
	19,47s
	19,74s

	(
	19,573s
	19,753s
	19,683s


Bei diesen Messungen muss anscheinend die Fehlergrenze recht hoch, also bei ca. 0,3s, angesetzt werden. Andernfalls lässt sich nicht erklären warum das gekoppelte Pendel schneller schwingt als beide Pendel einzeln.

Die einzige Möglichkeit wäre, dass das Gewicht der Feder die rücktreibende Kraft verstärkt. Es ist jedoch unwahrscheinlich, dass das geringe Federgewicht dazu in der Lage ist.

Dieser Versuch zeigt, das die Feder kaum bzw. keine Auswirkung auf das Schwingverhalten von Pendeln nimmt, solange sie nicht aus ihrer Ruhelage gebracht wird. Dies ist in diesem Versuch nicht der Fall, die Feder bewegt sich zwar von außen betrachtet, jedoch zieht sie sich nicht zusammen oder dehnt sich. Dadurch kann auch keine Kraft zwischen den beiden Pendeln ausgetauscht werden.

Die theoretischen Werte für (2 wurden bereits berechnet. Nun sollen diese berechneten Werte durch Experimente überprüft werden. Die beiden Pendel werden dazu im Abstand z von der Drehachse gekoppelt und antiparallel ausgelenkt. Insgesamt wurde dabei über 20 Schwingungen gemessen. Die Messungen wurden 3-4 mal durchgeführt. Zum weiteren betrachten der Ergebnisse wurde ein Mittelwert berechnet. 

	Z
	T in [s]
	Frequenz (2 [s-1]

	0,1
	38,93
	3,228

	0,15
	38,63
	3,253

	0,2
	38,29
	3,282

	0,25
	37,74
	3,330

	0,3
	37,12
	3,385


Die Frequenzen des Pendels Stimmen in etwa mit den theoretisch Berechneten überein. Jedoch ist ein systematischer Fehler fest zu stellen. Alle Werte sind etwa um 0,1 zu groß. Die Abweichung beträgt also ca. 3%. Vermutlich wurde der Schwerpunkt der Pendel nicht exakt bestimmt. 

Der Koppelfaktor ( wurde bereits theoretisch ermittelt. Nun soll auch dieser Wert experimentell überprüft werden. Die Pendel werden dazu wieder gekoppelt, allerdings wird nur ein Pendel ausgelenkt, das andere verbleibt in der Sektrechten (nicht in der Ruhelage). Das ausgelenkte Pendel schwingt nun und überträgt bei jeder Schwingung einen Impuls auf das anfangs ruhende Pendel. Dieses wird dadurch zur Schwingung angeregt. Die Energie geht also schrittweise von einem auf das andere Pendel über. 

Ist diese Übertragung abgeschlossen, beginnt die Kraftübertragung von neuem. Dabei wird die Zeit gemessen, die für diesen Übertrag in Abhängigkeit vom Koppelarm z notwendig ist. 

	Z in [m]
	T+ in [s]
	Schwingungen
	
	T- in [s]
	Schwingungen
	

	0,15
	85,36
	42,6
	2,0011
	159,80
	82,6
	1,9330

	0,2
	42,23
	22
	1,9194
	89,56
	46,3
	1,9193

	0,25
	26,96
	13,6
	1,9730
	56,84
	30
	1,8947

	0,3
	18,46
	10
	1,8457
	39,07
	20
	1,9535

	0,35
	15,14
	8
	1,8925
	31,64
	17
	1,8614


Theoretisch sollten die Werte für (- doppelt so groß sein wie die Werte für (+. Abweichungen lassen hier auf Messfehler schließen. Diese kommen vor allem daher, das es nicht immer möglich ist den genauen Zeitpunkt der Ruhelage eines der beiden Pendel zu ermitteln.

Die Werte aus der Tabelle sind mit sehr großen Fehlern behaftet. Aus der Theorie ist bekannt, dass die Frequenz ( mit größer werdendem Koppelarm z abnimmt. Dieser Zusammenhang lässt sich aus der Tabelle zwar entnehmen., jedoch gibt es hier viele Werte die nicht auf dem Graphen liegen. Ursachen dafür gibt es viele. Die Größte Fehlerquelle war mit Sicherheit das erkennen der Ruhelage. Durch die Natur des gekoppelten Pendels kam es durchaus vor, dass eines der Pendel mit einer Auslenkung von wenigen Grad schwang und eine Kraft auf dieses wirkte. Dadurch wurde die Auslenkung nicht auf null gebracht, sondern gleich auf eine neue, entgegengerichtete Auslenkung. Dieser Übergang ist jedoch nahezu nicht erkennbar, so das teilweise Werte entstanden, welche um mehrere Schwingungen und Sekunden abwichen. 

Hinzu kommt, das sich bei Schwingdauern von mehr als 2 Minuten äußere Einflüsse wie Luftwiederstand oder Reibung bemerkbar machten. Damit kann erklärt werden, wieso die Werte für (- generell kleiner sind als die Werte für (+. 

Wie sich aus der oben stehenden Tabelle entnehmen lässt, ist der Koppelfaktor ( abhängig von z². Der Mathematische Zusammenhang ergibt sich wie folgt:
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Dabei ist DR das Richtmoment des Pendels und DK ist definiert als Kz². 

Auf den ersten Blick lässt sich kein Zusammenhang zwischen ( und z² erkennen, da sowohl im Zähler als auch im Nenner z² steht. 

Um den Zusammenhang zu verstehen muss man wieder zurück zur Ausgangsgleichung gehen. (2 ist immer größer oder gleichgroß (1. Für z=0 sind sie gleich, läuft z gegen unendlich wird (2 ebenfalls unendlich groß. Betrachtet man nun jedoch nur sehr kleine z, so ist (2 nur unwesentlich größer als (1. Die Gleichung kann näherungsweise umgeschrieben werden zu 
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. So wurde das z² aus dem Nenner entfernt. Löst man diese Gleichung nun auf, so erhält man ( als eine Funktion von z²: 
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Anhang:

Im Anhang befinden sich 2 Diagramme. Aus dem Ersten stammt der Wert 3,5077 für die Federkonstante K. 

Das zweite Diagramm beschreibt den Kopplungsfaktor (. Auf der oberen Grade liegen dabei die Werte für die Funktion 
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Die Punkte unterhalb der Graden werden durch dir Funktion 
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 beschrieben. Das Diagramm verdeutlicht, dass für kleine z (unter z=0,2m) ein Zusammenhang zwischen ( und z² existiert. Wird der Koppelarm z länger, so nimmt die Abweichung zwischen der vereinfachten Formel und der Realität zu. 

Fazit:

In diesem Protokoll konnte leider nur auf einen Bruchteil von dem eingegangen werden, was man theoretisch aus dem Versuch hätte mitnehmen können. Die Gründe dafür sind vielseitig. Zum einen fehlte die Zeit, um tiefgehendere Berechnungen durchzuführen. So fehlen z.B. sämtliche Fehlerrechnungen. Zum anderen sind die theoretischen Grundlagen nicht vorhanden, so dass sich viele Zusammenhänge nicht erschließen. Zu guter letzt fehlen auch mathematische Kenntnisse, wodurch kaum Berechnungen möglich waren, sowie das Wissen um den Zusammenhang zwischen (+ und (- und wie man von davon ausgehend den Kopplungsfaktor bestimmen kann.

_1193316733.unknown

_1193416845.unknown

_1193427937.unknown

_1193428113.unknown

_1193428124.unknown

_1193427946.unknown

_1193417470.unknown

_1193329382.unknown

_1193382981.unknown

_1193318559.unknown

_1192998954.unknown

_1193311602.unknown

_1193311844.unknown

_1193311500.unknown

_1192995538.unknown

_1192997233.unknown

_1192997779.unknown

_1192177732.unknown

